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LA GEOMETRIA EN SU CONTEXTO HISTORICO∗
Joseph C. Va´rilly
Escuela de Matema´tica
Universidad de Costa Rica
La geometr´ıa en los sistemas de ensen˜anza me-
dia ha sido retomado por diversas propuestas
para remozar los programas de matema´ticas;
y en el caso de Costa Rica, con la puesta en
pra´ctica de un programa ambicioso que destaca
la geometr´ıa desde el inicio del an˜o escolar
[1]. Es importante no perder de vista el as-
pecto histo´rico de las matema´ticas, para que
su ensen˜anza no se desligue de su evolucio´n
a trave´s de los siglos. Los siguientes pa´rrafos
tratan de resumir el papel cambiante que la
geometr´ıa ha jugado histo´ricamente, de indicar
sus principales corrientes, y de bosquejar sus
tendencias actuales.
1 Prehistoria: astrometr´ıa
Muchas veces se oye que la geometr´ıa significa
“medicio´n de la tierra” y que fue una elabora-
cio´n, por parte de los griegos, de los esquemas
de mensuracio´n heredados de los egipcios. Re-
sulta, sin embargo, que entre los propios grie-
gos antiguos se repet´ıa este mismo mito de ori-
gen, pero no hay evidencias importantes para
sustentarlo [2]. Los egipcios ten´ıan una cultura
matema´tica ma´s bien rudimentaria (a pesar
de sus maravillas de ingenier´ıa); los mayores
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Comisio´n Nacional Coordinadora de esta capacitacio´n
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avances matema´ticos anteriores al surgimiento
de la geometr´ıa provinieron de la medicio´n, no
de la tierra, sino del cielo.
Varias civilizaciones antiguas (Babilonia,
China y Mesoame´rica en particular) desarro-
llaron una alta capacidad de ca´lculo nume´rico
sin llegar a hacer geometr´ıa. Podemos identi-
ficar dos postulados cosmolo´gicos comunes a
estas civilizaciones arcaicas:
• que la vida es una rueda que se repite
c´ıclicamente (con un per´ıodo largo de va-
rios milenios) [3];
• que los astros y los planetas gu´ıan el des-
tino de los seres humanos.
Como resultado de esta visio´n del mundo,
se impuso la necesidad de determinar y
predecir eventos astrono´micos (eclipses, con-
junciones y oposiciones de planetas, etc.) con
la mayor exactitud posible. En consecuencia,
las hazan˜as matema´ticas de las sociedades
antiguas incluyeron:
• calendarios precisos;
• mediciones exactas del cielo;
• cata´logos de fechas y eventos claves;
• procedimientos de ca´lculo aritme´tico.
En particular, los babilonios llevaron estos
ca´lculos a un alto nivel de sofisticacio´n, desde
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2000 a. C. hasta el segundo siglo precristiano.
Entre los efectos de su sistema astrome´trica
que perduran hasta hoy, cabe mencionar su
divisio´n del cielo en doce regiones iguales
(asociadas a ciertas constelaciones del llamado
c´ırculo zodiaco) que corresponde a la divisio´n
de la noche —y tambie´n el d´ıa— en doce
“horas”; y su particio´n del c´ırculo en 6 × 60
partes (para hacer mediciones de la bo´veda
celeste) que son los “grados” de uso cotidiano.
(Su sistema nume´rico usaba mu´ltiplos de 6 y
de 10, y por ende de 60, y por eso dividieron
las horas en 60 minutos y cada minuto en
60 segundos.) Sus ca´lculos astrome´tricos
formaron la base del sistema de mediciones
angulares usado luego por los griegos.
2 La geometr´ıa como cons-
truccio´n teo´rica
2.1 Thales
Thales fue un astro´nomo radicado en Miletos,
la principal ciudad griega de la costa de Ionia
(al sur del actual sitio de la ciudad turca de
Izmir) en las de´cadas posteriores a 600 a. C.
Viajo´ bastante, posiblemente llego´ a Egipto.
Se cuenta que propuso el siguiente truco as-
tuto para estimar las alturas de las pira´mides
(Figura 1). Si la pira´mide tiene altura (desco-
nocida) H, y si D es la longitud de su sombra
(desde su punta hasta el centro de la base de
la pira´mide), so´lo D se puede medir; si se clava
un palo largo, de altura h, en el suelo, sea d la
longitud de la sombra del palo. A cierta hora
de la tarde, se tendra´ d = h; al medir D a esa
hora, tambie´n se tendra´ D = H, y as´ı se ob-
tiene la longitud H que es inaccesible en forma
directa. (Se reconoce en este procedimiento
la semilla del llamado “teorema de Thales”.)
Tambie´n Thales uso´ un me´todo parecido para
estimar la distancia de un barco de la costa, y
para hacer otras mediciones.
Pero Thales no se contento´ con descubrir y
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Figura 1: La altura de una pira´mide
aplicar trucos astutos, que seguramente fueron
empleados mil veces anteriormente. Su paso
decisivo fue que insistio´ en la universalidad
de sus me´todos: aseguro´ que la coinciden-
cia de longitudes (d = h, D = H) no era
casualidad, ni mera regla emp´ırica, sino que
es un feno´meno general de comparacio´n de
taman˜os [4].
2.2 El culto de Pita´goras
Medio siglo despue´s, en Crotona, al otro ex-
tremo del mundo griego (actualmente el sur
de Italia) surgio´ un culto misterioso, liderado
por Pita´goras. Sus miembros predicaron varias
doctrinas cosmolo´gicas sobre el origen y la na-
turaleza del universo, entre los cuales podemos
destacar dos rasgos principales:
• los nu´meros enteros constituyen la clave
para entender el universo;
• hay que tratar de entender el mundo en
forma sistema´tica, es decir, hay que for-
mular una teor´ıa.
Un ejemplo de sus investigaciones acerca
de los nu´meros enteros es su clasificacio´n de
“nu´meros poligonales” (Figuras 2, 3). Desta-
can aqu´ı su descubrimiento de patrones gene-
rales que estos nu´meros obedec´ıan. Por ejem-
plo, si ∆n denota el nu´mero de puntos en un
tria´ngulo de lado n, se tiene (en notacio´n mo-
derna) ∆n+1 = ∆n + (n+ 1). Si Cn denota el
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Figura 2: Nu´meros triangulares: 1, 3, 6, 10,. . .
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Figura 3: Nu´meros cuadrados: 1, 4, 9, 16,. . .
nu´mero de puntos en un cuadrado de lado n, se
tiene Cn+1 = Cn+n+ (n+ 1). Si Pn denota el
nu´mero de puntos en un penta´gono de lado n,
se tiene Pn+1 = Pn + n + n + (n + 1); y as´ı
sucesivamente [5].
La escuela de Pita´goras tambie´n desarrollo´
un estudio de las proporciones entre canti-
dades enteros. Su teor´ıa de armon´ıas musi-
cales se basaba en el hecho que los sonidos
musicales emitidos por cuerdas son ma´s pla-
centeros cuando las longitudes de dichas cuer-
das son conmensurables, es decir, mu´ltiplos en-
teros de una unidad comu´n; por ejemplo, un
“octavo” musical corresponde a la proporcio´n
1 : 2, un “quinto” a 3 : 2, un “cuarto” a 4 : 3,
un “tono” a 9 : 8 = (3 : 2) ÷ (4 : 3), etc.
(Hoy en d´ıa, entendemos que este feno´meno se
debe a la coincidencia de fases entre ondas si-
nusoidales que son submu´ltiplos de un “modo”
comu´n.) Se convencieron de que hay armon´ıa
en la naturaleza toda vez que dos cantidades
son conmensurables.
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Figura 4: El lado y la diagonal no son conmen-
surables
Enseguida, se toparon con la dificultad de
que el mundo incluye muchas cantidades no
conmensurables, por ejemplo, el lado y la dia-
gonal de un cuadrado (Figura 4).
Una teor´ıa de cantidades no racionales
emergio´ mucho ma´s tarde. Fue desarrollado
por miembros de la Academia de Plato´n en
el siglo IV a. C., especialmente por Eudoxos y
Theaetetos.
3 La geometr´ıa como objeto de
investigacio´n
3.1 Tres problemas dif´ıciles
En el per´ıodo 400–200 a. C. aproximadamente,
la geometr´ıa emergio´ como una disciplina de
estudio, y muchos de los mejores intelectos de
la e´poca se dedicaron a descifrar sus misterios.
Surgio´ una tradicio´n de resolucio´n de proble-
mas de construccio´n, orientada principalmente
por tres problemas de excepcional dificultad.
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Figura 5: Duplicacio´n del cubo
1. Hallar el lado de un cubo con el doble de
volumen de un cubo dado (Figura 5).
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Figura 6: Triseccio´n del a´ngulo
2. Partir un a´ngulo dado en tres a´ngulos
iguales (Figura 6).
dado (buscado)
Figura 7: Cuadratura del c´ırculo
3. Construir un cuadrado cuya a´rea fuera
igual al a´rea de un c´ırculo dado (Figura 7).
No hab´ıa, en principio, limitacio´n al-
guna sobre los procedimientos que se pod´ıa
emplear [6]. Muchos problemas de menor en-
vergadura pueden efectuarse con instrumentos
simples, como la regla no marcada y el compa´s
(por ejemplo, para hallar la diagonal de un
cuadrado hay que dibujar e´ste, y el a´ngulo
recto necesario puede trazarse con la ayuda del
compa´s). Pero los tres problemas menciona-
dos demandaban otros instrumentos, como
el segmento inclinado o “neusis” (usado por
Arqu´ımedes para duplicar el cubo y trisecar
el a´ngulo), o ciertas curvas especiales como la
“ofiuride” usado por Eudoxos para duplicar el
cubo o la “conchoide” y la “cuadratriz” usados
por Nico´medes para duplicar el cubo y cuadrar
el c´ırculo [6, 7]. Pasaron dos milenios ma´s
antes del descubrimiento, en el siglo XIX, de
que estos tres problemas no admiten solucio´n
con los instrumentos ba´sicos; pero la bu´squeda
de procedimientos directos y sencillos sostuvo
una a´rdua labor de investigacio´n durante el
cuarto y tercer siglos a. C.
3.2 Una s´ıntesis constructivista
Alrededor de 300 a. C., el Museo (es decir,
biblioteca) de Alejandr´ıa tomo´ el liderazgo
acade´mico en el mundo. All´ı trabajo´ Eu-
clides, quien escribio´ un tratado enorme, en
13 partes, llamado Elementos, que culmina
con la construccio´n (por inscripcio´n en una
esfera dada) de los cinco poliedros regulares
convexos.
Esta construccio´n, en lo referente al icosae-
dro y el dodecaedro, depende de la teor´ıa de las
magnitudes irracionales, como la razo´n a´urea
φ = 12 (1 +
√
5), desarrollado en el siglo IV;
esta teor´ıa a su vez depende de la teor´ıa de
proporciones y su aplicacio´n a las figuras seme-
jantes. Para dar a su obra mayor completitud,
Euclides agrego´ una buena cantidad de mate-
ria ba´sica al inicio, con muchas proposiciones
relativamente “elementales”. El resultado fue
un libro que combina matema´ticas dif´ıciles con
lemas de fa´cil acceso, y que fue usado durante
dos milenios posteriores como libro de texto.
Es poco probable que Euclides mismo habr´ıa
recomendado el uso de sus Elementos como
texto escolar. Su estilo ma´s bien es el de
un libro de matema´tica avanzada, con prue-
bas especiales para casos simples. Conside´rese,
por ejemplo, su Proposicio´n VI.31, un resul-
tado atribuido a Hippo´crates (alrededor de 440
a. C.) [8]:
Si 4ABC es recta´ngulo, el a´rea de
una figura sobre la hipo´tenusa es
igual a la suma de las a´reas de dos
figuras semejantes sobre los catetos
(Figura 8).
La idea de su prueba puede resumirse as´ı:
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Figura 8: Prop. VI.31 de Euclides
1. Hay tres tria´ngulos recta´ngulos seme-
jantes: 4BAC ∼ 4CAD ∼ 4BCD.
2. Sus a´reas se suman: Area(4BAC) =
Area(4CAD) + Area(4BCD).
3. Por propiedades generales de propor-
ciones, tambie´n se suman las a´reas apo-
yadas sobre las respectivas hipotenusas.
El caso particular ma´s famoso de esta
proposicio´n se obtiene al tomar cuadrados
sobre los tres lados. Esta es la Proposicio´n
I.47 de los Elementos:
Si 4ABC es recta´ngulo, el a´rea
de un cuadrado sobre la hipo´tenusa
es igual a la suma de las a´reas de
los dos cuadrados sobre los catetos
(Figura 9).
Para este caso particular, Euclides cambio´
la prueba de Hippocrates, para no usar seme-
janza de tria´ngulos en este caso especial. De
hecho, comprobo´ que el cuadrado grande se
subdivide en dos a´reas que son respectivamente
iguales a las de los otros cuadrados. Sin em-
bargo, su argumento (por congruencia de cier-
tos tria´ngulos) es menos transparente que la
prueba original por semejanza.
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Figura 9: Prop. I.47 de Euclides
3.3 El me´todo de agotamiento
Arqu´ımedes de Siracusa (alrededor de 250
a. C.) pudo duplicar el cubo y trisecar el a´ngulo
con el uso de segmentos inclinados, pero no
pudo cuadrar el c´ırculo satisfactoriamente.
Sin embargo, logro´ cuadrar la para´bola con
el empleo de un me´todo de gran significancia
para el futuro, el llamado “me´todo de ago-
tamiento”. (Cuadrar una curva no cerrada
significa hallar el a´rea de un “segmento”, es
decir, el a´rea comprendido por la curva y una
de sus cuerdas.) El me´todo consiste en obtener
dos juegos de aproximaciones sucesivas, por
defecto y por exceso, al a´rea deseada, y as´ı
obtener el u´nico valor posible del a´rea al
“agotar” cualquier otra posibilidad.
En la Figura 10, la para´bola tiene cuerda
AB, con punto medio K; y TA, TB, MN son
tangentes a la para´bola. Arqu´ımedes [9] de-
mostro´ que
Area(segmentoAPB) =
2
3
Area(4ATB).
Se saben, por propiedades de tria´ngulos, las
relaciones Area(4APB) = 12 Area(4ATB)
y Area(4MTN) = 14 Area(4ATB); esto
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Figura 10: Cuadratura de la para´bola
da aproximaciones por defecto (el tria´ngulo
4APB) y por exceso (el trapecio AMNB).
Ahora, las figuras AMP y PNB son copias
en miniatura de la figura completa (arcos de
una para´bola limitados por una cuerda y dos
tangentes) que juntos forman 14 de su a´rea;
por ende, se puede repetir el esquema de la
Figura 10 en ellas, y as´ı sucesivamente. Se
obtiene, despue´s de n repeticiones, que el a´rea
deseada es mayor que Area(4APB) veces
(1+ 14 +
1
16 + · · ·+( 14 )n), mientras el a´rea resid-
ual dentro del tria´ngulo 4ATB es mayor que
Area(4MTN) veces (1 + 14 + 116 + · · ·+ ( 14 )n).
Con base en estos estimados, Arqu´ımedes
concluyo´: (i) que el a´rea deseada no puede
ser menor que 23 Area(4ATB); (ii) que
el a´rea residual no puede ser menor que
1
3 Area(4ATB); y por ende, que el a´rea
deseada es exactamente 23 Area(4ATB).
4 La e´poca posgriega: trigo-
nometr´ıa
Por razones aun desconocidas [10], el impulso
intelectual de los griegos declino´ despue´s de
150 a. C. Las matema´ticas de la edad pos-
terior se alimentaron tanto de la geometr´ıa
griega como de la aritme´tica babilonia. Una
s´ıntesis interesante de estas dos tradiciones fue
el auge de la trigonometr´ıa nume´rica usado por
astro´nomos de los primeros siglos cristianos.
Entre ellos se destaca Claudio Tolomeo de Ale-
jandr´ıa (alrededor de 150 d. C.) quien hizo ex-
tensas tablas astrono´micas para analizar los
movimientos de los planetas.
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Figura 11: crdα = 2 senα
La Tabla de Cuerdas de Tolomeo expone
la relacio´n entre un a´ngulo α en un c´ırculo
y la longitud (crdα) de la cuerda opuesta.
Posteriormente, los a´rabes adaptaron las
tablas de Tolomeo, con el uso de la longitud
de la media cuerda, o “seno”, en vez de la
cuerda completa, como para´metro para medir
taman˜os de a´ngulos (Figura 11). Resulta
que el seno se adapta mejor a ca´lculos con
tria´ngulos recta´ngulos; el alema´n Regiomon-
tanus, alrededor de 1470, uso´ el seno para
hacer nuevas tablas trigonome´tricas.
El esquema de Tolomeo se basa en una
relacio´n fundamental entre cuerdas de un
c´ırculo, que vale la pena mencionar. Si ABCD
es un cuadrila´tero inscrito en un c´ırculo, tiene
dos pares de lados opuestos (AD y BC, AB
y CD) y dos diagonales (AC y BD). Entre
los tres productos hay una relacio´n aditiva
(Figura 12):
Teorema de Tolomeo: Si ABCD es
un cuadrila´tero inscrito en un c´ırculo,
AC ·BD = AD ·BC +AB · CD.
Para ver la relevancia de este teorema para
la trigonometr´ıa moderna, supo´ngase que BD
es un dia´metro de un c´ırculo de radio 1, y sean
α = <)ABD, β = <)DBC. Entonces se tiene
BD = 2, AC = crd(α + β), AD = 2 senα y
CD = 2 senβ, porque los a´ngulos <)DAB y
<)BCD son rectos. La relacio´n que descubrio´
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Figura 12: AC ·BD = AD ·BC +AB · CD
Tolomeo puede entonces escribirse, en lenguaje
moderno, como
4 sen(α+ β) = 4 senα cosβ + 4 cosα senβ.
Esta es la fo´rmula para el seno de una suma de
a´ngulos.
5 Nuevos me´todos del siglo XVII
5.1 Kepler: magnitudes variables
Con la llamada “revolucio´n cient´ıfica” del siglo
XVII, la geometr´ıa fue renovada por la in-
troduccio´n de varias ideas nuevas. Prime-
ramente, cabe mencionar a Johannes Kepler,
quien en 1615 interrumpio´ sus investigaciones
acerca de las o´rbitas planetarias para recon-
siderar el problema de ca´lculo de volu´menes
de so´lidos regulares e irregulares [11]. Kepler
propuso que el volumen de un barril debe ser
considerada como una funcio´n de sus dimen-
siones r y a (radio de base y altura), pues estas
pueden variar de un barril a otro.
Enfrento´ el problema de decidir cuando un
so´lido, sujeta a ciertas limitaciones (e.g., cons-
truido con una cantidad fija de madera, o
bien inscrito en una esfera de determinado ra-
dio), alcanzaba un volumen ma´ximo. Formulo´
un postulado (que hoy en d´ıa llamar´ıamos un
“principio variacional”): que un volumen de-
pendiente de una dimensio´n variable alcanza
su valor ma´ximo o mı´nimo cuando es insensi-
ble a una pequen˜a variacio´n de esa variable.
Por ejemplo, para obtener el volumen
ma´ximo de un cilindro de dimensiones r y a
| -
r
6
?
a
Figura 13: Cilindro inscrito en esfera
inscrito en una esfera de radio R (Figura 13),
se calcula el volumen (base × altura) como
pir2a; la relacio´n (a/2)2 + r2 = R2 (de la
inscripcio´n) permite eliminar r: el volumen
es una funcio´n de la altura, concretamente
V = pia(R2 − a2/4). Una pequen˜a variacio´n h
en la altura conlleva variaciones correspondi-
entes en el radio de base y en el volumen; se
calcula el cambio en el volumen:
∆V = pih(R2 − 34a2)− 34piah2 − 14pih3.
Este cambio es despreciable, si h es muy
pequen˜o, cuando R2 − 34a2 = 0, es decir,
cuando a = 2R/
√
3. Segu´n el principio de
Kepler, el volumen ma´ximo del cilindro se
obtiene cuando la altura esta en proporcio´n
1 :
√
3 con el dia´metro de la esfera.
5.2 El me´todo de DesCartes
Cuando Rene´ DesCartes publico´ su Discurso
del Me´todo en 1637, uno de los ejemplos prin-
cipales de su esquema metodolo´gico fue un
cap´ıtulo sobre geometr´ıa, en donde expuso un
procedimiento para estudiar curvas de cual-
quier especie, y no solamente curvas particu-
lares como c´ırculos o secciones co´nicas.
Segu´n DesCartes, una curva cualquiera
puede expresarse por una relacio´n variable
entre la altura PM y la longitud OM , donde
P es un punto arbitrario de la curva PR por
estudiar,
−−→
OX es una semirrecta fija, y M es
la sombra o proyeccio´n del punto P sobre la
recta OX (Figura 14).
28 Las Matema´ticas y su Ensen˜anza
-






O M
P
RT
Xx
y
r
Figura 14: Coordenadas cartesianas
Resulta que las secciones co´nicas (la elipse,
la para´bola, la hipe´rbola) obedecen relaciones
cuadra´ticas entre las longitudes y = PM y
x = OM [12]. Las relaciones cu´bicas y de
mayor grado entre estas cantidades producen
curvas “nuevas”; una de estas nuevas curvas
cu´bicas es la llamada “hoja” de DesCartes.
Uno de los problemas abordado con e´xito
por el me´todo de DesCartes es la clasificacio´n
de las rectas tangentes (como PT ) a curvas
cualesquiera. Esencialmente, esta clasificacio´n
se reduce a la tarea de hallar relaciones alge-
braicas entre x = OM y la abscisa t = OT de
la recta tangente en P (a partir de la relacio´n
conocida entre PM y OM). DesCartes ofrecio´,
en su Geometr´ıa, un procedimiento que per-
mitio´, en cada caso particular, derivar las rela-
ciones para la recta tangente de la ecuacio´n de
la curva inicial.
Fue Isaac Newton quien, en 1665, sistema-
tizo´ el recetario de DesCartes para extraer re-
glas algebraicas generales para ubicar la recta
tangente de una curva cualquiera. Ese mismo
an˜o, Newton considero´ la cuadratura de la
curva PR, es decir, la relacio´n funcional entre
el Area(PRM) y OM (ve´ase la Figura 14), y
descubrio´ que las rectas tangentes a la curva as´ı
determinada obedecen la ecuacio´n de la curva
original. En otras palabras, descubrio´ el lla-
mado “teorema fundamental del ca´lculo”, de
que la cuadratura y la determinacio´n de las
tangentes son procesos inversos. Con el em-
pleo de la notacio´n algebraica de DesCartes,
Newton desarrollo´ extensas tablas de cuadra-
turas de curvas, que fueron la base del “ca´lculo
diferencial e integral” de hoy [13].
La leccio´n de los grandes avances del siglo
XVII puede resumirse as´ı: la geometr´ıa reve-
la su naturaleza plenamente solo si se usa el
me´todo de coordenadas.
6 Nuevas geometr´ıas en el siglo
XIX
6.1 Geometr´ıas no euclidianas
Hasta el an˜o 1800, se cre´ıa que la geometr´ıa
codificada por Euclides era una teor´ıa univer-
sal, y que no admit´ıa alternativas. Pero ya
para 1825 Gauss, Bolyai y Lobachevskiy (y
ma´s tarde Riemann) lograron construir otras
geometr´ıas, que se distingu´ıan de la de Eu-
clides porque el “postulado de las paralelas”
(el quinto de los cinco postulados al inicio del
primer tomo de los Elementos) no es va´lido en
ellas.
En lo tocante a este postulado, se dis-
tinguen tres alternativas: el esquema original
(geometr´ıa “euclidiana”), la geometr´ıa “hiper-
bo´lica” descubierta por Bolyai y Lobachevskiy,
y la geometr´ıa “el´ıptica” concebida por Rie-
mann. Se busca una recta que pasa por
un punto P paralela a una recta AB (si P
no queda en AB); las posibilidades son las
siguientes.
Caso euclidiano: Hay una sola recta que
pasa por P , sin cortar la recta AB.
Caso hiperbo´lico: Hay varias rectas que
pasan por P , sin cortar la recta AB
(Figura 15).
Caso el´ıptico: Todas las rectas se cortan.
Un posible modelo del plano hiperbo´lico es
un disco sin frontera, en donde las “rectas”
se representan por arcos de c´ırculo perpen-
diculares a la frontera (ve´ase la Figura 15).
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Figura 15: Rectas en geometr´ıa hiperbo´lica
Un posible modelo del plano el´ıptico es la su-
perficie de una esfera, en donde las “rectas”
se representan por c´ırculos grandes de la es-
fera (se identifican los puntos diametralmente
opuestos, para que dos c´ırculos grandes cua-
lesquiera se corten una sola vez).
6.2 Geometr´ıa posicional
La geometr´ıa posicional, a veces llamada “geo-
metr´ıa proyectiva”, trata del estudio de las
posiciones relativas de puntos y rectas (cua´les
puntos son alineados, cua´les rectas se cortan,
cua´les rectas pasan por determinados puntos),
sin medir longitudes ni a´ngulos. Fue elabo-
rado por Carnot y Poncelet y codificado por
von Staudt (1847). Un ejemplo de esta geo-
metr´ıa es el siguiente resultado, afirmado ori-
ginalmente por Desargues en 1639.
Teorema de Desargues: Si los la-
dos correspondientes de 4ABC y
4PQR se cortan en X = BC ∩QR,
Y = CA ∩ RP y Z = AB ∩ PQ, las
rectas AP , BQ, CR son concurrentes
si y so´lo si X, Y , Z son colineales.
El punto O = AP ∩ BQ ∩ CR (si existe)
se llama el “centro de perspectiva” de los dos
tria´ngulos, y la recta XY es su “eje de perspec-
tiva” (ve´ase la Figura 16).
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Figura 16: El teorema de Desargues
Para comprobar este resultado, se aprovecha
las propiedades del espacio tridimensional.
Imag´ınese un a´ngulo so´lido demarcado por las
rectas OA, OB y OC; los tria´ngulos 4ABC
y 4PQR son secciones de este a´ngulo so´lido
por dos planos, y la recta de interseccio´n de
estos dos planos pasa por los puntos X, Y
y Z. Luego se proyecta este esquema en una
pantalla bidimensional.
7 Clasificacio´n de las geometr´ıas
Para mediados del siglo XIX, se aceptaba la
idea de que no hay una sola geometr´ıa, sino
varias. De ah´ı surgieron dos problemas nuevos:
¿que´ es una geometr´ıa? y ¿co´mo se clasifican
las geometr´ıas?
Una geometr´ıa interesante es la de un “com-
plejo de rectas”, cuyos elementos no son pun-
tos sino rectas en el espacio. Esta es una
geometr´ıa cuadridimensional, pues se necesi-
tan cuatro coordenadas para fijar la posicio´n
de una recta.
Fe´lix Klein se dio cuenta de que la carac-
ter´ıstica esencial que distingue una geometr´ıa
de otras es su grupo de simetr´ıas [14].
Las simetr´ıas mencionadas actu´an sobre un
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conjunto base (de puntos, o de rectas, por
ejemplo); y hay que averiguar las propiedades
de ese conjunto que son invariantes bajo
simetr´ıa.
Algunos ejemplos de geometr´ıas distintas, en
el esquema de Klein, son las siguientes.
Euclidiana El conjunto es el plano usual. Las
simetr´ıas posibles son traslaciones, rota-
ciones, reflexiones, y dilataciones. Unos
invariantes t´ıpicos son la medida de un
a´ngulo, la proporcio´n entre dos segmen-
tos, y el paralelismo de rectas.
Hiperbo´lica El conjunto es un disco sin fron-
tera. Las simetr´ıas posibles son las trans-
formaciones circulares del disco (que lle-
van unos arcos de c´ırculo en otros). Unos
invariantes t´ıpicos son la medida de un
a´ngulo y la longitud de un segmento.
El´ıptica El conjunto es una esfera. Las sime-
tr´ıas posibles son las rotaciones del c´ırculo
y las reflexiones ecuatoriales. Unos inva-
riantes t´ıpicos son la medida de un a´ngulo
y la longitud de una cuerda.
Posicional El conjunto es el plano usual, am-
plificado por una recta de “puntos en el in-
finito”. Las simetr´ıas posibles son las “co-
lineaciones” (que llevan rectas en rectas).
Un invariante t´ıpico es la “razo´n doble” de
cuatro puntos colineales.
Hoy en d´ıa se sabe que el concepto geome´-
trico clave es la simetr´ıa, entendida e´sta como
un grupo de transformaciones de un conjunto.
Las simetr´ıas como traslaciones, rotaciones
y dilataciones vienen en familias “continuas”.
Las llamadas simetr´ıas “discretas” (por ejem-
plo, las traslaciones de un patro´n repetitivo,
como las losetas de un mosaico) dan lugar a in-
teresantes problemas geome´tricos, que han sido
estudiados a lo largo del siglo XX.
8 Aspectos modernos de la geo-
metr´ıa plana
8.1 Teselaciones
Una teselacio´n es una subdivisio´n del plano
en pol´ıgonos, llamados losetas. Si se impone
alguna simetr´ıa de traslacio´n, se obtienen pa-
trones regulares que hay que clasificar [15].
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Figura 17: Una teselacio´n semiregular
Se sabe, por ejemplo, que el plano admite
solamente tres teselaciones por pol´ıgonos regu-
lares congruentes: por tria´ngulos equila´teros,
por cuadrados, y por hexa´gonos regulares. Si
se admiten losetas regulares de varios tipos,
hay once teselaciones “semiregulares”, que
tienen losetas de 3, 4, 6, 8 o´ 12 lados (ve´ase la
Figura 17).
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Figura 18: Una teselacio´n autosimil
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8.2 Figuras autosimiles
Una figura plana es autosimil si se puede repro-
ducir la propia figura por un cambio de escala
(ma´s una rotacio´n o reflexio´n).
Desafortunadamente, esto implica que
la figura tiene extensio´n infinita, en algu´n
sentido. Los fractales, como el “conjunto
de Mandelbrot”, son autosimiles —pues al
magnificar una parte del borde de un fractal,
se descubre copias en miniatura del frac-
tal completo— pero sus bordes tienen una
longitud infinita. Es fa´cil crear teselaciones
autosimiles por una reduccio´n de escala
(Figura 18).
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Figura 19: Las losetas de Penrose
Roger Penrose (1975) descubrio´ una tese-
lacio´n por dos tipos de cuadrila´teros, que
tiene simetr´ıa pentagonal, aunque no se repite
perio´dicamente por traslacio´n [16]. Una
“cometa” es un cuadrila´tero con a´ngulos
de 72◦, 72◦, 72◦ y 144◦, y con lados en la
proporcio´n φ : φ : 1 : 1 (donde φ
.
= 1.618
es el “nu´mero a´ureo”); un “dardo” es un
cuadrila´tero con a´ngulos de 36◦, 72◦, 36◦ y
216◦, y con lados en la proporcio´n 1 : 1 : φ : φ
(Figura 19). Para formar el mosaico, se
marcan los ve´rtices de dos maneras en la
forma ilustrada y se obliga la coincidencia de
ve´rtices del mismo tipo.
Las losetas de Penrose poseen autosimilitud
en el siguiente sentido. Dos cometas c y un
dardo d pueden ensamblarse para formar una
cometa ma´s grande C (Figura 20). Tambie´n,
se pueden ensamblar dos medios de dardos y
una cometa para hacer un dardo ma´s grande D
(Figura 21). Estas relaciones pueden resumirse
en esta fo´rmula simbo´lica:
2c+ d = C,
c+ d = D.
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Figura 20: Cometa grande: c+ c+ d = C
Los lados de las nuevas figuras son φ2 y φ
(porque φ + 1 = φ2); hay un cambio de es-
cala por un factor de magnificacio´n φ. Es evi-
dente que se puede repetir el proceso de en-
samblaje, para obtener cometas y dardos cada
vez ma´s grandes; o se puede, inversamente, de-
scomponer estas figuras en cometas y dardos
cada vez ma´s pequen˜os.
8.3 La geometr´ıa del siglo XXI
El siglo que esta´ por empezar traera´ otros
nuevos puntos de vista para explorar la geo-
metr´ıa, aunque no se sabe su naturaleza au´n.
Lo cierto es que la simetr´ıa de figuras planas
esta´ lejos de ser un tema agotado. El concepto
de autosimilitud no esta´ todav´ıa bien compren-
dido; es posible que tendra´ repercusiones su-
tiles para el estudio de las materias cristalinas.
Falta mucho por hacer tambie´n en la clasifi-
cacio´n de los disen˜os sime´tricos, que todav´ıa
es terreno de las artes gra´ficas.
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Figura 21: Dardo grande: c+ 12d+
1
2d = D
Habra´ feno´menos novedosos en la geometr´ıa,
que hoy podemos apenas discernir. A modo de
ejemplo, se puede mencionar el descubrimiento
por Alain Connes (1990) de que las tesela-
ciones de Penrose forman un ejemplo de lo
que e´l llama una “geometr´ıa no conmutativa”:
esta es una nueva teor´ıa que se espera sea ca-
paz de dilucidar la naturaleza “cua´ntica” del
espaciotiempo en donde vivimos [17]. Puede
esperarse, entonces, que la geometr´ıa plana
no quedara´ obsoleta, sino que aportara´ nuevos
conocimientos a las generaciones futuras.
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